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通信原理
第11章差错控制编码
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第11章差错控制编码
 11.1 概述

 信道分类：从差错控制角度看

 随机信道：错码的出现是随机的

 突发信道：错码是成串集中出现的

 混合信道：既存在随机错码又存在突发错码

 差错控制技术的种类

 检错重发 ARQ 

 前向纠错 FEC

 反馈校验

 检错删除



3

第11章差错控制编码
 差错控制编码：常称为纠错编码

 监督码元：上述4种技术中除第3种外，都是在接收端识别
有无错码。所以在发送端需要在信息码元序列中增加一些
差错控制码元，它们称为监督码元。

 不同的编码方法，有不同的检错或纠错能力。

 编码效率(简称码率) ：设编码序列中信息码元数量为k，
总码元数量为n，监督码元数量为r, 则比值k/n 就是码率。

 冗余度：监督码元数r与信息码元数 k之比 r/k。

 差错控制以降低信息传输速率为代价换取提高传输可靠性。

 多余度：就是指增加的监督码元多少 r与n之比。如：编码

序列中平均每两个信息码元就添加一个监督码元，则编码
的多余度为1/3。
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第11章差错控制编码
 自动要求重发(ARQ)系统（检错重发）

 3种ARQ系统

 停止等待ARQ系统

 数据按分组发送。每发送一组数据后发送端等待接
收端的确认(ACK)答复，然后再发送下一组数据。

 图中的第3组接收数据有误，接收端发回一个否认
(NAK)答复。这时，发送端将重发第3组数据。

 系统是工作在半双工状态，时间没有得到充分利用，
传输效率较低。

接收码组
ACK ACK NAK ACK ACK NAK ACK

t

1 2 3 3 4 5 5

发送码组

1 2 3 3 4 5 5 6

t

有错码组 有错码组
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第11章差错控制编码
 拉后ARQ系统

 发送端连续发送数据码组，接收端对于每个接收到的

数据码组都发回确认(ACK)或否认(NAK)答复。

 例如，图中第5组接收数据有误，则在发送端收到第5

组接收的否认答复后，从第5组开始重发数据组。

 在这种系统中需要对发送的数据码组和答复命令进行

编号，以便识别。显然，这种系统需要全双工信道

接收数据

有错码组 有错码组

910 11 10 11 1221 43 65 7 985 76

ACK1 NAK5 NAK9ACK5

发送数据 5 76 9521 43 6 7 98 10 11 10 11 12

重发码组 重发码组
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第11章差错控制编码
 选择重发ARQ系统

 它只重发出错的数据组，因此进一步提高了传输效率。

 在这种系统需要对发送的数据码组和答复命令进行编
号。

接收数据

有错码组 有错码组

921 43 65 7 5 98 10 11 13 1412

发送数据
9 95 8521 43 6 7 10 11 13 1412

重发码组 重发码组

NAK9
ACK1 NAK5 ACK5 ACK9
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第11章差错控制编码
 ARQ的主要优点：和前向纠错方法相比

 监督码元较少即能使误码率降到很低，即码率较高；

 检错的计算复杂度较低；

 检错用的编码方法和加性干扰的统计特性基本无关，
能适应不同特性的信道。

 ARQ的主要缺点：

 需要双向信道来重发，不能用于单向信道，也不能用
于一点到多点的通信系统。

 因为重发而使ARQ系统的传输效率降低。

 在信道干扰严重时，可能发生因不断反复重发而造成
事实上的通信中断。

 在要求实时通信的场合，例如电话通信，往往不允许
使用ARQ法。
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第11章差错控制编码
 ARQ系统的原理

 在发送端，输入的信息码元在编码器中被分组编码（加入监督码
元）后，除了立即发送外，还暂存于缓冲存储器中。若接收端解
码器检出错码，则由解码器控制产生一个重发指令。此指令经过
反向信道送到发送端。由发送端重发控制器控制缓冲存储器重发
一次。

 接收端仅当解码器认为接收信息码元正确时，才将信息码元送给
收信者，否则在输出缓冲存储器中删除接收码元。

 当解码器未发现错码时，经过反向信道发出不需重发指令。发送
端收到此指令后，即继续发送后一码组，发送端的缓冲存储器中
的内容也随之更新。
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第11章差错控制编码
 11.2 纠错编码的基本原理

 分组码基本原理：举例说明如下。

 设有一种由3位二进制数字构成的码组，它共有8种不同的

可能组合。若将其全部用来表示天气，则可以表示8种不

同天气，

例如：“000”（晴），“001”（云），

“010”（阴），“011”（雨），

“100”（雪），“101”（霜），

“110”（雾），“111”（雹）。

 其中任一码组在传输中若发生一个或多个错码，则将变成

另一个信息码组。这时，接收端将无法发现错误。
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第11章差错控制编码
 若在上述8种码组中只准许使用4种来传送天气，例如：

“000”＝晴 “011”＝云 “101”＝阴 “110”＝雨

这是许用码组

 这时，虽然只能传送4种不同的天气，但是接收端却有可能发

现码组中的一个错码。

 例: 若“000”（晴）中错了一位，则接收码组将变成“100”或

“010”或“001”。这3种码组都是不准使用的，称为禁用码组。

 接收端在收到禁用码组时，就认为发现了错码。当发生3位错

码时，“000”变成了“111”，它也是禁用码组，故这种编码也

能检测3个错码。

 但是这种码不能发现一个码组中的两个错码，因为发生两个

错码后产生的是许用码组。
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第11章差错控制编码
 检错和纠错

 上面这种编码只能检测错码，不能纠正错码。例如，当接收码组
为禁用码组“100”时，接收端将无法判断是哪一位码发生了错误，
因为晴“000” 、阴“101”、雨“110”三者错了一位都可以变成
“100”。

 要能够纠正错误，还要增加多余度。例如，若规定许用码组只有
两个：“000”（晴），“111”（雨），其他都是禁用码组，则能
够检测两个以下错码，或能够纠正一个错码。

 例如，当收到禁用码组“100”时，若当作仅有一个错码，则可以
判断此错码发生在“1”位，从而纠正为“000”（晴）。因为“111”

（雨）发生任何一位错码时都不会变成“100”这种形式。

 但是，这时若假定错码数不超过两个，则存在两种可能性：“000”

错一位和“111”错两位都可能变成“100”，因而只能检测出存在
错码而无法纠正错码。
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第11章差错控制编码
 分组码的结构

 将信息码分组，为每组信息码附加若干监督码的编码称
为分组码。

 在分组码中，监督码元仅监督本码组中的信息码元。

 信息位和监督位的关系：举例如下

信息位 监督位

晴 00 0

云 01 1

阴 10 1

雨 11 0
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第11章差错控制编码
 分组码的一般结构

 分组码的符号：(n, k)

 n － 码组的总位数，又称为码组的长度（码长），

 k － 码组中信息码元的数目，

 n – k ＝ r － 码组中的监督码元数目，或称监督位数目。
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第11章差错控制编码
 分组码的码重和码距

 码重：把码组中“1”的个数，称为码组的重量，简称码重。

 码距：把两个码组中对应位上数字不同的位数，称为码组

的距离，简称码距。码距又称汉明距离。

 例如，“000”＝晴，“011”＝云，“101”＝阴，“110”＝

雨，4个码组之间，任意两个码组的距离均为2。

 最小码距：把某种编码中各个码组之间距离的最小值，称

为最小码距(d0)。例如，上面的编码的最小码距d0 = 2。
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第11章差错控制编码
 码距的几何意义

 (a2, a1, a0)

 “0  0  0”＝晴

 “0  1  1”＝云

 “1  0  1”＝阴

 “1  1  0”＝雨

 对于3位的编码组，可以在3维空间中说明码距的几何意义。

 每个码组的3个码元的值(a2, a1, a0)就是此立方体各顶点的坐

标。而上述码距概念在此图中就对应于各顶点之间沿立方体

各边行走的几何距离。

 由此图可以直观看出，上例中4个许用码组之间的距离均为2。

(0,0,0)

(0,0,1) (1,0,1)

(1,0,0)

(1,1,0)(0,1,0)

(0,1,1)
(1,1,1)

a2

a0

a1
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第11章差错控制编码
码距和检错、纠错能力的关系

一种编码的最小码距d0的大小，决定这种编码的检错和纠错能
力。

要求检测e个错码，最小码距应满足 d0  e + 1

【证】设一个码组A位于O点。若码组A中发生一个错码，
则我们可以认为A的位置将移动至以O点为圆心，以1为半径的圆
上某点，但其位置不会超出此圆。

若码组A中发生两位错码，则其位置不会超出以O点为圆心，
以2为半径的圆。因此，只要最小码距不小于3，码组A发生两位
以下错码时，

不可能变成另一个准用

码组，因而能检测错码

的位数等于2。

0 1 2 3

BA 汉明距离

e
d0
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第11章差错控制编码
同理，若一种编码的最小码距为d0，则将能检测(d0 - 1)个错码。

反之，若要求检测e个错码，则最小码距d0应大于等于( e + 1)。

 要求纠正t个错码，最小码距满足 d0  2t + 1

【证】图中画出码组A和B的距离为5。码组A或B若发生不多于两

位错码，则其位置均不会超出半径为2以原位置为圆心的圆。这

两个圆是不重叠的。判决规则为：若接收码组落于以A为圆心的

圆上就判决收到的是码组A，若落于以B为圆心的圆上就判决为

码组B。

这样，就能够纠

正两位错码。
B

t

A 汉明距离
0 1 2 3 4 5

t
d0
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第11章差错控制编码
若这种编码中除码组A和B外，还有许多种不同码组，则要求，

任两码组之间的码距均不小于5，则以各码组的位置为中心以

2为半径画出之圆都不会互相重叠。

这样，每个码组如果发生不超过两位错码都将能被纠正。因

此，当最小码距d0＝5时，能够纠正2个错码，且最多能纠正2

个。若错码达到3个，就将落入另一圆上，从而发生错判。故

一般说来，为纠正t个错码，最小码距应不小于(2t + 1)。

B

t

A 汉明距离
0 1 2 3 4 5

t
d0
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第11章差错控制编码
 要求纠正t个错码，同时检测e个错码，最小码距需要满足

在解释此式之前，先来分析下图所示的例子。图中码组A和B之间

距离为5。按照检错能力公式，最多能检测4个错码，即e = d0 – 1 = 

5 – 1 = 4，按照纠错能力公式纠错时，能纠正2个错码。但是，不

能同时作到两者，因为当错码位数超过纠错能力时，该码组立即

进入另一码组的圆内而被错误地“纠正”了。例如，码组A若错了

3位，就会被误认为码组B错了2位造成的结果，从而被

错“纠”为B。这就

是说，检错和纠错

公式不能同时成立

或同时运用。

)(10 teted 

B

t

A 汉明距离
0 1 2 3 4 5

t
d0
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第11章差错控制编码
所以，为了在可以纠正t个错码的同时，能够检测e个错码，就

需要像下图所示那样，使某一码组（譬如码组A）发生e个错误

之后所处的位置，与其他码组（譬如码组B）的纠错圆圈至少

距离等于1，不然将落在该纠错圆上从而发生错误地“纠正”。

因此，由此图可以直观看出，要求最小码距

这种纠错和检错结合的工作方式简称纠检结合。

A B

e
1

tt
汉明距离

)(10 teted 
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第11章差错控制编码

这种工作方式是自动在纠错和检错之间转换的。当错码数量少

时，系统按前向纠错方式工作，以节省重发时间，提高传输效

率；当错码数量多时，系统按反馈重发方式纠错，以降低系统

的总误码率。所以，它适用于大多数时间中错码数量很少，少

数时间中错码数量多的情况。
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第11章差错控制编码
 11.3 纠错编码的性能

 系统带宽和信噪比的矛盾：

 由上节所述的纠错编码原理可知，为了减少接收错误码

元数量，需要在发送信息码元序列中加入监督码元。这

样作的结果使发送序列增长，冗余度增大。

 若仍须保持发送信息码元速率不变，则传输速率必须增

大，因而增大了系统带宽。系统带宽的增大将引起系统

中噪声功率增大，使信噪比下降。信噪比的下降反而又

使系统接收码元序列中的错码增多。一般说来，采用纠

错编码后，误码率总是能够得到很大改善的。改善的程

度和所用的编码有关。
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第11章差错控制编码
 编码性能举例

 未采用纠错编码时，

若接收信噪比等于

7dB，编码前误码率

约为810-4，图中A

点，在采用纠错编码

后，误码率降至约4

10-5，图中B点。这样，

不增大发送功率就能

降低误码率约一个半

数量级。
10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

编码后

Pe





 C

D

E



A 

B

信噪比 (dB)
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第11章差错控制编码
 由图还可以看出，若

保持误码率在10-5，

图中C点，未采用编

码时，约需要信噪比

Eb / n0 = 9.5 dB。在

采用这种编码时，约

需要信噪比7.5 dB，图

中D点。可以节省功率

2 dB。通常称这2 dB为

编码增益。

 上面两种情况付出的代

价是带宽增大。

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

编码后

Pe







C

D

E



A 

B

信噪比 (dB)



25

第11章差错控制编码
 传输速率和Eb/n0的关系

对于给定的传输系统

式中，RB为码元速率。

若希望提高传输速率，

由上式看出势必使信

噪比下降，误码率增

大。假设系统原来工作

在图中C点，提高速率后

由C点升到E点。但加用

纠错编码后，仍可将误码

率降到D点。这时付出的

代价仍是带宽增大。

B

sssb

Rn

P

Tn

P

n

TP

n

E

0000 )/1(


10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

编码后

Pe





 C

D

E



A 

B

信噪比 (dB)
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第11章差错控制编码
 11.4简单的实用编码

 11.4.1 奇偶监督码
 奇偶监督码分为奇数监督码和偶数监督码两种，两者的
原理相同。在偶数监督码中，无论信息位多少，监督位
只有1位，它使码组中“1”的数目为偶数，即满足下式条
件：

式中a0为监督位，其他位为信息位。

这种编码能够检测奇数个错码。在接收端，按照上式求
“模2和”，若计算结果为“1”就说明存在错码，结果为
“0”就认为无错码。

奇数监督码与偶数监督码相似，只不过其码组中“1”的
数目为奇数：

0021   aaa nn 

1021   aaa nn 
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第11章差错控制编码
 11.4.2 二维奇偶监督码（方阵码）

 二维奇偶监督码的构成

它是先把上述奇偶监督码的若干码组排成矩阵，每一码组写
成一行，然后再按列的方向增加第二维监督位，如下图所示

图中a0
1 a0

2  a0
m为m行奇偶监督码中的m个监督位。

cn-1 cn-2  c1 c0为按列进行第二次编码所增加的监督位，它

们构成了一监督位行。

1 1 1 1

1 2 1 0

2 22 2

2 1

2 1

1 0

1 0

1 2 1 0

n n

n

m m

n n

n n

n

m m

a a

a a

a a a a

a a

a a

c c c c

 





 




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第11章差错控制编码
 二维奇偶监督码的性能

 这种编码有可能检测偶数个错码。因为每行的监督位虽然不能

用于检测本行中的偶数个错码，但按列的方向有可能由cn-1 cn-2

 c1 c0等监督位检测出来。有一些偶数错码不可能检测出来。

例如，构成矩形的4个错码，譬如图中

错了，就检测不出。

 这种二维奇偶监督码适于检测突发错码。因为突发错码常常成

串出现，随后有较长一段无错码的时间区间。

 由于方阵码只对构成矩形四角的错码无法检测，故其检错能力

较强。

 二维奇偶监督码不仅可用来检错，还可以用来纠正一些错码。

例如，仅在一行中有奇数个错码时。

mm
nn aaaa 12

2
1

2
2 
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 11.4.3 恒比码

 在恒比码中，每个码组均含有相同数目的“1”（和

“0”）。即：“1”的数目与“0”的数目之比保持恒定，

故得此名。

 这种码在检测时，只要计算接收码组中“1”的数目是

否对，就知道有无错码。

 恒比码的主要优点是简单、适合用来传输电传机或其

他键盘设备产生的字母和符号。对于信源来的二进制

随机数字序列，这种码就不适合使用了。
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 11.4.4 正反码

 正反码的编码：

 它是一种简单的能够纠正错码的编码。其中的监督位数

目与信息位数目相同，监督码元与信息码元相同，或者

监督码元与信息码元相反，由信息码中“1”的个数而定。

 例如，若码长n = 10，其中信息位 k = 5，监督位 r = 5。

其编码规则为：

 当信息位中有奇数个“1”时，监督位是信息位的简

单重复；（即：监督码元与信息码元相同）

 当信息位有偶数个“1”时，监督位是信息位的反码。

 （即：监督码元与信息码元每位相反）

 例如，若信息位为11001，则码组为11001 11001；

若信息位为10001，则码组为10001 01110。
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 正反码的解码

1.  生成合成吗

先将接收码组中信息位和监督位按模 2 相加，得到一个5位

的合成码组。然后，由此合成码组产生一个校验码组。

2.由合成码组产生校验码组

 若接收码组的信息位中有奇数个“1”，则校验码组与合成

码组相同；“重”

 若接收码组的信息位中有偶数个“1”，则校验码组是合成

码组取反码。

 最后，观察校验码组中“1”的个数，按下表进行判决及纠

正可能发现的错码。
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 校验码组和错码的关系

例如，若发送码组为11001 11001，

则合成码组应为1100111001=00000。由于接收码组信息
位中有奇数个“1”，所以校验码组就是00000。按上表判

决，结论接收码组中无错码。

校验码组的组成 错码情况

1 全为“0” 无错码

2 有4个“1”和1个
“0”

信息码中有1位错码，其位置对应校验码组中
“0”的位置

3 有4个“0”和1个
“1”

监督码中有1位错码，其位置对应校验码组中
“1”的位置

4 其他组成 错码多于1个
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若传输中产生了差错，使接收码组变成1000111001，则合成码组

为1000111001＝01000。由于接收码组中信息位有偶数个“1”，

所以校验码组应取合成码组的反码，即10111。由于其中有4个

“1”和1个“0”，按上表判断信息位中左边第2位为错码。

若接收码组错成1100101001，则合成码组变成1100101001＝

10000。由于接收码组中信息位有奇数个“1”，故校验码组就是

10000，按上表判断，监督位中第1位为错码。

最后，若接收码组为1001111001，则合成码组为1001111001＝

01010，校验码组与其相同，按上表判断，这时错码多于1个。

 上述长度为10的正反码具有纠正1位错码的能力，并能检测全部2

位以下的错码和大部分2位以上的错码。
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 11.5 线性分组码
 问题1：通信时由于信道影响使
接收信息中常出现错误。这在商
业、军事等应用中都会产生严重
的后果。在1946年前后相当长一
段时间内谁也找不出解决的办法。
这个问题成摆在科学家面前的一
大难题。到1947年Hamming(海明)

终于发明了纠错编码，较好的解决了这一问题。



35

第11章差错控制编码

 Richard Wesley Hamming 

1915年-1998年，1937年芝加哥大

学获数学学士学位，1939年在内布

拉斯加大学获得硕士学位，1942年

在伊利诺伊大学获博士学位。

1946-1976年30年时间在贝尔实验室

担任计算机科学部的主任。美国工程院院士。

获得美国计算机协会ACM图灵奖,“计算机界的

诺贝尔奖”；贡献：纠错编码，数字滤波器。
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 11.5 线性分组码

 本节将以汉明码为例讲解线性

 分组码的基本原理。

 基本概念

代数码：建立在代数学基础上的编码。

线性码：按照一组线性方程构成的代

数码。在线性码中信息位和监督位是由

一些线性代数方程联系着的。

线性分组码：按照一组线性方程构成的分组码。
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 汉明码

能够纠正1位错码且编码效率较高的一种线性分组码

 汉明码的构造原理。

 在偶数监督码中，由于使用了一位监督位a0，它和信息

位an-1 … a1一起构成一个代数式：

在接收端解码时，实际上就是在计算

若S = 0，就认为无错码；若S = 1，就认为有错码。现将

上式称为监督关系式，S称为校正子。由于校正子S只有

两种取值，故它只能代表有错和无错这两种信息，而不

能指出错码的位置。

0021   aaa nn 

021 aaaS nn   
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 若监督位增加一位，即变成两位，则能增加一个类似的监督

关系式。由于两个校正子的可能值有4中组合： 00，01，10，

11，故能表示4种不同的信息。若用其中1种组合表示无错，

则其余3种组合就有可能用来指示一个错码的3种不同位置。

同理，r个监督关系式能指示1位错码的(2r – 1)个可能位置。

 一般来说，若码长为n，信息位数为k，则监督位数r＝n－k。

如果希望用r个监督位构造出r个监督关系式，来指示1位错码

的n种可能位置，则要求

下面通过一个例子来说明如何具体构造这些监督关系式。

1212  rkn rr 或
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 例：设分组码(n, k)中k = 4，为了纠正1位错码，由上式

可知，要求监督位数 r  3。若取 r = 3，则n = k + 

r = 7。我们用a6 a5 a0表示这7个码元，用S1、S2和S3表示3

个监督关系式中的校正子，则S1、S2和S3的值与错码位置的

对应关系可以由下表规定：

S1 S2 S3 错码位置 S1 S2 S3 错码位置

001 a0 101 a4

010 a1 110 a5

100 a2 111 a6

011 a3 000 无错码

2 1r k r  
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由表中规定可见，仅当一位错码的位置在a2 、a4、a5或a6时，校

正子S1为1；否则S1为零。这就意味着a2 、a4、a5和a6四个码元构

成偶数监督关系：

a1、a3、a5和a6构成偶数监督关系：

a0、a3、a4 和a6构成偶数监督关系

24561 aaaaS 

13562 aaaaS 

03463 aaaaS 



41

第11章差错控制编码
 在发送端编码时，信息位a6、a5、a4和a3的值由输入信号决定，

因此它们是随机的。监督位a2、a1和a0应根据信息位的取值

按监督关系来确定，即监督位应使上3式中S1、S2和S3的值为

0（表示编成的码组中应无错码）：

上式经过移项运算，解出监督位

给定信息位后，可以直接按上式算出监督位，结果见下表：















0

0

0

0346

1356

2456

aaaa

aaaa

aaaa















3460

3561

4562

aaaa

aaaa

aaaa

1 6 5 4 2S a a a a   

2 6 5 3 1S a a a a   

3 6 4 3 0S a a a a   
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信息位
a6 a5 a4 a3

监督位
a2 a1 a0

信息位
a6 a5 a4 a3

监督位
a2 a1 a0

0000 000 1000 111

0001 011 1001 100

0010 101 1010 010

0011 110 1011 001

0100 110 1100 001

0101 101 1101 010

0110 011 1110 100

0111 000 1111 111
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 接收端收到每个码组后，先计算出S1、S2和S3，再查表判

断错码情况。例如，若接收码组为0000011，按上述公式

计算可得：S1 = 0，S2 = 1，S3 = 1。由于S1 S2 S3 等于011，

故查表可知在a3位有1错码。

 按照上述方法构造的码称为汉明码。表中所列的(7, 4)汉明码

的最小码距d0 = 3。因此，这种码能够纠正1个错码或检测2

个错码。由于码率k/n = (n - r) /n =1 – r/n，故当n很大和r很小

时，码率接近1。可见，汉明码是一种高效编码。

24561 aaaaS 

13562 aaaaS 

03463 aaaaS 
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 线性分组码的一般原理

 线性分组码的构造

 H矩阵

由上面(7, 4)汉明码的例子：

现在将上面它改写为

上式中已经将“”简写成“+”。















0

0

0

0346

1356

2456

aaaa

aaaa

aaaa















01001101

00101011

00010111

0123456

0123456

0123456

aaaaaaa

aaaaaaa

aaaaaaa
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上式可以表示成如下矩阵形式：















01001101

00101011

00010111

0123456

0123456

0123456

aaaaaaa

aaaaaaa

aaaaaaa

）（模2

0

0

0

1011001

1101010

1110100

0

1

2

3

4

5

6































































a

a

a

a

a

a

a
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定义

A = [a6 a5 a4 a3 a2 a1 a0]

0 = [000]

该矩阵关系可以简写成

H  AT = 0T 或 A  HT = 0

将H称为监督矩阵。 右上标“T”表示将矩阵转置。例如，HT

是H的转置，即HT的第一行为H的第一列，HT的第二行为H的

第二列等等。

只要监督矩阵H给定，编码时监督位和信息位的关系就完全确

定了。



















1011001

1101010

1110100

H

6

5

4

3

2

1

0

1110100 0

1101010 0

1011001 0

a

a

a

a

a

a

a

 
 
 
    
    

    
        
 
 
 
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 H矩阵的性质：

1) H的行数就是监督关系式的数目，它等于监督位的数

目r。H的每行中“1”的位置表示相应码元之间存在的监

督关系。例如，H的第一行1110100表示监督位a2是由a6

a5 a4之和决定的。H矩阵可以分成两部分，例如

式中，P为r  k阶矩阵，Ir为r  r阶单位方阵。我们将具

有[P Ir]形式的 H  矩阵称为典型阵。

 rPIH 



















0011011

0101101

1001110






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2) 由代数理论可知，H矩阵的各行应该是线性无关的，否则将

得不到 r个线性无关的监督关系式，从而也得不到 r个独立的

监督位。若一矩阵能写成典型阵形式[P Ir]，则其各行一定是

线性无关的。因为容易验证[Ir]的各行是线性无关的，故[P Ir]

的各行也是线性无关的。

G矩阵： 上面汉明码例子中的监督位公式为

也可以改写成矩阵形式：















3460

3561

4562

aaaa

aaaa

aaaa





















































3

4

5

6

0

1

2

1011

1101

1110

a

a

a

a

a

a

a
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或者写成

式中，Q为一个k  r阶矩阵，它为P的转置，即 Q = PT

上式表示，在信息位给定后，用信息位的行矩阵乘矩阵Q就

产生出监督位。





















































3

4

5

6

0

1

2

1011

1101

1110

a

a

a

a

a

a

a

     2 1 0 6 5 4 3 6 5 4 3

111

110

101

011

a a a a a a a a a a a

 
 
  
 
 
 

Q
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我们将Q的左边加上1个k  k阶单位方阵，就构成1个矩阵G

G称为生成矩阵。由G矩阵可以产生整个码组，即有

或者

因此，如果找到了码的生成矩阵G，则编码的方法就完全确

定了。具有[IkQ]形式的生成矩阵称为典型生成矩阵。由典型

生成矩阵得出的码组A中，信息位的位置不变，监督位附加

于其后。这种形式的码称为系统码。

 





















0110001

1010010

1100100

1111000









QG kI

   6 5 4 3 2 1 0 6 5 4 3a a a a a a a a a a a G

GA  ][ 3456 aaaa
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 G矩阵的性质：

1) G矩阵的各行是线性无关的。因为由上式可以看出，

任一码组A都是G的各行的线性组合。G共有k行，若它们

线性无关，则可以组合出2k种不同的码组A，它恰是有k

位信息位的全部码组。若G的各行是线性相关的，则不

可能由G生成2k种不同的码组了。

2) 实际上，G的各行本身就是一个码组。因此，如果已

有k个线性无关的码组，则可以用其作为生成矩阵G，并

由它生成其余码组。

   6 5 4 3 2 1 0 6 5 4 3

1000 111

0100 110

0010 101

0001 011

a a a a a a a a a a a

 
 
 
 
 
 
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 错码矩阵和错误图样

 一般说来，A为一个n列的行矩阵。此矩阵的n个元素就是

码组中的n个码元，所以发送的码组就是A。此码组在传

输中可能由于干扰引入差错，故接收码组一般说来与A不

一定相同。

 若设接收码组为一n列的行矩阵B，即

则发送码组和接收码组之差为

B – A = E (模2)

它就是传输中产生的错码行矩阵

式中

 0121 bbbb nn B

 0121 eeee nn E










ii

ii

i
ab

ab
e

当

当

,1

,0

 6 5 4 3 2 1 0a a a a a a aA
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因此，若ei = 0，表示该接收码元无错；若ei = 1，则表示该

接收码元有错。

B – A = E      可以改写成 B = A + E

例如，若发送码组A = [1000111]，错码矩阵E = [0000100]，

则接收码组B = [1000011]。

错码矩阵有时也称为错误图样。
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 校正子S

当接收码组有错时，E  0，将B当作A代入公式(A  H T = 0)

后，该式不一定成立。在错码较多，已超过这种编码的检错
能力时，B变为另一许用码组，则该式仍能成立。这样的错

码是不可检测的。在未超过检错能力时，上式不成立，即其
右端不等于0。假设这时该式的右端为S，即

B  H T = S

将B = A + E代入上式，可得

S = (A + E) H T = A  H T + E  H T

由于A  HT = 0，所以

S = E  H T

式中S称为校正子。它能用来指示错码的位置。

S和错码E之间有确定的线性变换关系。若S和E之间一一对

应，则S将能代表错码的位置。



55

第11章差错控制编码
 线性分组码的性质

 封闭性：是指一种线性码中的任意两个码组之和仍为这种
码中的一个码组。

这就是说，若A1和A2是一种线性码中的两个许用码组，则

(A1+A2)仍为其中的一个码组。这一性质的证明很简单。若

A1和A2是两个码组，则有

A1  HT = 0, A2  HT = 0

将上两式相加，得出

A1  HT + A2  HT = (A1 + A2) H
T = 0

所以(A1 + A2)也是一个码组。

由于线性码具有封闭性，所以两个码组(A1和A2)之间的距

离（即对应位不同的数目）必定是另一个码组(A1 + A2)的

重量（即“1”的数目）。因此，码的最小距离就是码的最

小重量（除全“0”码组外）。
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 11.6 循环码

 11.6.1 循环码原理
 循环性：循环性是指任一码组循环一位（即将最右端的
一个码元移至左端，或反之）以后，仍为该码中的一个
码组。在下表中给出一种(7, 3)循环码的全部码组。

例如，表中的第2码组向右移一位即得到第5码组；第3码
组向左移一位即得到第6码组。

码组编号
信息位 监督位

码组编号
信息位 监督位

a6a5a4 a3a2a1a0 a6a5a4 a3a2a1a0

1 000 0000 5 100 1011

2 001 0111 6 101 1100

3 010 1110 7 110 0101

4 011 1001 8 111 0010
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一般说来，若(an-1 an-2 …a0)是循环码的一个码组，则循环左

移位后的码组

(an-2 an-3 … a0 an-1)

(an-3 an-4 …  an-1 an-2)

… … …

(a0 an-1 …a2 a1)

也是该编码中的码组。
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 码多项式

 码组的多项式表示法

把码组中各码元当作是一个多项式的系数，即把一个长度

为n的码组表示成

例如，上表中的任意一个码组可以表示为

其中第7个码组可以表示为

这种多项式中，x仅是码元位置的标记，例如上式表示第7

码组中a6、a5、a2和a0为“1”，其他均为0。因此我们并不

关心x的取值。

01
2

2
1

1)( axaxaxaxT n
n

n
n  




 

01

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6)( axaxaxaxaxaxaxT 

1

1010011)(

256

23456





xxx

xxxxxxxT

7 110 0101
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 码多项式的按模运算

 在整数运算中，有模n运算。例如，在模2运算中，有

1 + 1 = 2  0  (模2)，

1 + 2 = 3  1  (模2)，

2  3 = 6  0  (模2)

等等。一般说来，若一个整数m可以表示为

式中，Q － 整数，

则在模 n 运算下，有

m  p (模n)

即，在模 n 运算下，一个整数m等于它被 n 除得的余数。

np
n

p
Q

n

m
 ,
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 在码多项式运算中也有类似的按模运算。

若一任意多项式F(x)被一 n 次多项式N (x)除，得到商式

Q(x)和一个次数小于n的余式R(x)，即

则写为

这时，码多项式系数仍按模2 运算，即系数只取 0 和1。

例如，

同理:  x3  被(x3 + 1)除，得到余项1。所以有

)()()()( xRxQxNxF 

）（模 )()()( xNxRxF 

）（模 )1(1 33  xx

x

x3 + 1 x4 +x2 +0 + 1

x4 + 0 + x + 0

x2 + x + 1

应当注意，由于在模2运算中，
用加法代替了减法，故余项不
是x2 – x + 1，而是x2 + x + 1。

）（模 )1(11 3224  xxxxx
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 循环码的码多项式

 在循环码中，若T(x)是一个长为n的许用码组，则xiT(x)在

按模xn + 1运算下，也是该编码中的一个许用码组，即若

则T (x)也是该编码中的一个许用码组。

【证】

设T(x)是一个长为n的许用码组，即n-1次多项式

）（模 )1()()(  ni xxTxTx

1 2 1 0

1 2 1 0

1 2

1 2

( ) ...

( ) ...

n n

n n

n n

n n

T x x x x

xT x x x x x

a a a a
a a a a

 

 

 



    

    
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对 xT(x) 除 运算有：

第九章 差错控制编码（The Coding With Controlling Error）

1nx 
1

1 2 1 0

1 1

2 3 0 1

1 2

1 2

1 ... 0

0           ... 0            

...

n

n n

n n

n n n

n n n

n

n n

x x x x x

x

x x x

a
a a a a
a a

a a a a



 

 

  



 

     

   

   

2 1 0 1
1 2( ) ...n n

nxT x x x xa a a a 
    

 

 

1, 2... 1, 0

2 , 3... 1, 0 , 1  

( )

'( ) ( )

 

n n

n n n

T x

T x xT x

a a a a

a a a a a

 

  



 

对应

对应

该码组是上一码组循环左移一位
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【证】续 所以，这时有

1 2 1 1

1 2 1 1 0

1 2 1

1 2 0 1

( )i n i n i n i i

n n n i

n n i i

n i n i n n i

x T x a x a x a x a x a x

a x a x a x a x a

     

   

  

     

       

      

1 2 1

1 2 0 1( ) n n i i

n i n i n n iT x a x a x a x a x a  

     
       

2 1 0 1
1 2( ) ( ) ...n n

nT x xT x x x xa a a a 
      

1, , 2. 1 0

1 2 1 0 1'( ) ( ) ( , , , , , )

                             ( , , )n n

i

n i n i n n iT x x T x a a a a a a

a a a a 

      
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上式中T (x)正是T(x)代表的码组向左循环移位i次的结果。因

为原已假定T(x)是循环码的一个码组，所以T (x)也必为该码

中一个码组。例如，循环码组

其码长n = 7。现给定i = 3，则

其对应的码组为0101110，它正是表中第3码组。

要点：一个长为n的循环码必定为按模(xn + 1)运算的一个余
式。

in
i

n
in

in
n

in axaxaxaxaxT 








   1
10

2
2

1
1)(

1)( 256  xxxxT

）（模 )1(

)1()(

7235

3589

25633







xxxxx

xxxx

xxxxxTx
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 循环码的生成矩阵G

 由上节中公式

可知，有了生成矩阵G，就可以由k个信息位得出整个码组，

而且生成矩阵G的每一行都是一个码组。例如，在此式中，

若a6a5a4a3 = 1000，则码组A就等于G的第一行；若a6a5a4a3

= 0100，则码组A就等于G的第二行；等等。由于G是k行n

列的矩阵，因此若能找到 k 个已知码组，就能构成矩阵G。

如前所述，这k个已知码组必须是线性不相关的，否则给定

的信息位与编出的码组就不是一一对应的。

 在循环码中，一个(n, k)码有2k个不同的码组。若用g(x)表

示其中前(k-1)位皆为“0”的码组，则g(x)，x g(x)，x2 g(x)，

，xk-1 g(x)都是码组，而且这k个码组是线性无关的。因

此它们可以用来构成此循环码的生成矩阵G。

GA  ][ 3456 aaaa

1000 111

0100 110

0010 101

0001 011



 
 
 
 
 
 

   G
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 在循环码中除全“0”码组外，存在、且只有一个(k - 1)位连

续“0”的码组，没有连续k位均为“0”的码组。否则，在经

过若干次循环移位后将得到一个k位信息位全为“0”，但监

督位不全为“0”的一个码组。这在线性码中显然是不可能的。

g(x)必须是一个常数项不为“0”的(n - k)次多项式，而且这

个g(x)还是这种(n, k)码中次数为(n – k)的唯一多项式。

在一个(n ,k)循环码中，存在一个且仅有一个g(x)多项式：

1 2

1 2 1( ) . . . 1n k n k

n kg x x g x g x g x  

      
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 因为如果有两个，则由码的封闭性，把这两个相加也应该是一

个码组，且此码组多项式的次数将小于(n – k)，即连续“0”的个

数多于(k – 1)。显然，这与前面的结论矛盾，故是不可能的。

称这唯一的(n – k)次多项式g(x)为码的生成多项式。一旦确

定了g(x)，则整个(n, k)循环码就被确定了。

要点：

１. g(x)的常数项必须不为零，最高项系数为“１”。

２. g(x)是(n ,k)码中次数为(n-k)的唯一多项式。

３. 循环码中，除全“０”码组外，再没有连续k-1位均为“０”

的码组，连“０”的长度最多只能有k-1位。

1 2

1 2 1( ) . . . 1n k n k

n kg x x g x g x g x  

      
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 因此，循环码的生成矩阵G可以写成

 例：在上表所给出的(7, 3)循环码中，n = 7, k = 3, n – k = 4。

由此表可见，唯一的一个(n – k) = 4次码多项式代表的码组是

第二码组0010111，与它相对应的码多项式（即生成多项式）

g(x) = x4 + x2 + x + 1。将此g(x)代入上式，得到

或































)(

)(

)(

)(

)(

2

1

xg

xxg

xgx

xgx

x

k

k

G



















)(

)(

)(

)(

2

xg

xxg

xgx

xG



















0010111

0101110

1011100

)(xG
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由于上式不符合G = [IkQ]的形式，所以它不是典型阵。不过，

将它作线性变换，不难化成典型阵。

我们可以写出此循环码组，即

上式表明:  所有码多项式T(x)都可被g(x)整除，而且任意一个
次数不大于(k – 1)的多项式乘g(x)都是码多项式。

说明：两个矩阵相乘的结果应该仍是一个矩阵。上式中两个矩
阵相乘的乘积是只有一个元素的一阶矩阵，这个元素就是
T(x)。为了简洁，式中直接将乘积写为此元素。

)()(

)()()(

)(

)(

)(

][)(][)(

45

2

6

45

2

6

2

456456

xgaxaxa

xgaxxgaxgxa

xg

xxg

xgx

aaaxaaaxT





















 G
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 如何寻找任一(n, k)循环码的生成多项式

由上式可知，任一循环码多项式T(x)都是g(x)的倍式，故

它可以写成

T(x) = h(x)g(x)

而生成多项式g(x)本身也是一个码组，即有

T (x) = g(x)

由于码组T (x)是一个(n – k)次多项式，故xk T (x)是一个n

次多项式。由下式(11.6-10)

可知，xk T (x)在模(xn + 1)运算下也是一个码组，故可以写

成

( ) ( ) ( 1)i nx T x T x x  （模 ）

1

)(
)(

1

)(







nn

k

x

xT
xQ

x

xTx

2

6 5 4( ) ( ) ( )T x a x a x a g x  
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上式左端分子和分母都是n次多项式，故商式Q(x) = 1。因此，
上式可以化成:  (T(x) = h(x)g(x); T (x) = g(x))

将T(x)和T(x)表示式代入上式，经过化简后得到

上式表明，生成多项式g(x)应该是(xn + 1)的一个因子，为我
们寻找循环码的生成多项式指出了一条道路。

结论：循环码的生成多项式是(xn +1)的一个(n – k)次因式。

例如，(x7 + 1)可以分解为

为了求(7, 3)循环码的生成多项式g(x)，需要从上式中找到一

个(n – k) = 4次的因式。不难看出，这样的因式有两个，即

1

)(
)(

1

)(







nn

k

x

xT
xQ

x

xTx

)()1()( xTxxTx nk 

)]()[(1 xhxxgx kn 

)1)(1)(1(1 3237  xxxxxx

( 1) ( ) ( )n kx x T x T x  
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以上两式都可作为生成多项式。不过，选用的生成多项式不

同，产生出的循环码码组也不同。

1)1)(1( 2423  xxxxxx

1)1)(1( 2343  xxxxxx
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 11.6.2 循环码的编解码方法

 循环码的编码方法

 编码原则

在编码时，首先要根据给定的(n, k)值选定生成多项式
g(x)，即从(xn + 1)的因子中选一个(n - k)次多项式作为
g(x)。

由于所有码多项式T(x)都可以被g(x)整除。根据这条原则，
就可以对给定的信息位进行编码：

设m(x)为信息码多项式，其次数小于k。用xn - k乘m(x)，

得到的xn-k m(x)的次数必定小于n。用g(x)除xn - k m(x)，得

到余式r(x)，r(x)的次数必定小于g(x)的次数，即小于(n –

k)。将此余式r(x)加于信息位之后作为监督位，即将r(x)

和xn - k m(x)相加，得到的多项式必定是一个码多项式。

因为它必须能被g(x)整除，且商的次数不大于(k – 1)。
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 编码步骤：

 用xn - k乘m(x)。这一运算实际上是在信息码后附加上(n –

k)个“0”。例如，信息码为110，它相当于m(x) = x2 + x。
当n – k = 7 – 3 = 4时，xn - k m(x) = x4 (x2 + x) = x6 + x5，它
相当于1100000。

 用g(x)除xn - k m(x)，得到商Q(x)和余式r(x)，即

例如，若选定g(x) = x4 + x2 + x + 1，则

上式相当于

)(

)(
)(

)(

)(

xg

xr
xQ

xg

xmx kn




1

1
)1(

1)(

)(
24

2
2

24

56













xxx

x
xx

xxx

xx

xg

xmx kn

10111

101
111

10111

1100000




75

第11章差错控制编码
 编出的码组T(x)为

T(x) = xn - k m(x) + r(x) 

在上例中，T(x) = 1100000 + 101 = 1100101，它就是上

表中的第7码组。



76

第11章差错控制编码
 循环码的解码方法

 解码要求：检错和纠错。

 检错解码原理：由于任意一个码组多项式T(x)都应该能被

生成多项式g(x)整除，所以在接收端可以将接收码组R(x)

用原生成多项式g(x)去除。当传输中未发生错误时，接收

码组与发送码组相同，即R(x) = T(x)，故接收码组R(x)必

定能被g(x)整除；若码组在传输中发生错误，则R(x)  T(x)，

R(x)被g(x)除时可能除不尽而有余项，即有

因此，就以余项是否为零来判别接收码组中有无错码。

需要指出，有错码的接收码组也有可能被g(x)整除。这时

的错码就不能检出了。这种错误称为不可检错误。不可检

错误中的误码数必定超过了这种编码的检错能力。

)(/)()()(/)( xgxrxQxgxR 
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第11章差错控制编码
 纠错解码原理：为了能够纠错，要求每个可纠正的错误图

样必须与一个特定余式有一一对应关系。因为只有存在上

述一一对应的关系时，才可能从上述余式唯一地决定错误

图样，从而纠正错码。因此，原则上纠错可按下述步骤进

行：

 用生成多项式g(x)除接收码组R(x)，得出余式r(x)。

 按余式r(x)，用查表的方法或通过某种计算得到错误图
样E(x)；例如，通过计算校正子S和查表，就可以确定
错码的位置。

 从R(x)中减去E(x)，便得到已经纠正错码的原发送码组
T(x)。

 通常，一种编码可以有几种纠错解码方法，上述解码方法
称为捕错解码法。

 目前多采用软件运算实现上述编解码运算。
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作业17

思考题：11－1；11－ 3 ；11－5；

 11－9；11－ 10 ；

 习题：11－1；11－2；11－5；

 11－7；11－8；


